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【摘要】 本文目的是介绍如何将呈偏态分布计量资料变换为近似服从正态分布计量资料的方法。首先，明确指出: 在经

典统计学中，参数统计分析方法常需要将呈偏态分布计量资料变换为呈正态分布( 至少是对称分布) 计量资料。其次，介绍常

用计量资料变换方法，有如下 4 种:①对数变换法;②平方根变换法; ③倒数变换法; ④Box － Cox 变换法。最后，通过实例，介

绍基于 SAS 软件和 Box － Cox 变换法实现对正偏态分布和负偏态分布计量资料成功变换为呈正态分布计量资料的方法。需

要注意的是:①变换不一定都能成功;②有时需要将多种变换方法结合使用;③变换主要用于计量的结果变量( 适用场合为基

于参数法的差异性分析、区间估计和回归分析) 。
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【Abstract】 The purpose of this paper was to introduce the method of transforming the skew distribution measurement data into
the normal distribution data． Firstly，it is necessary that the skew distribution measurement data should be transformed into the normal
distribution data according to the demand of the parametric statistical methods in the classical statistics． Secondly，four kinds of the
common used transformation methods for the measurement data were introduced as follows: ①logarithmic transformation; ②square root
transformation; ③reciprocal transformation; ④Box － Cox transformation． Finally，the method of the successful transformation was
given through two real examples which were to transform the positive and the negative skew distribution measurement data into the
normal distribution data，respectively． Something should be pointed out as below: ①the successful transformation may be uncertainty;

②sometimes，it was needed to combine several transformation methods together; ③the transformation was mainly used in dealing with
the measurement outcome variables，especially in the following situations，such as the difference tests，interval estimation and
regression analysis based on the parametric methods．
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1 计量资料的分布类型

1． 1 计量资料的概念

测定“身高”“体重”“胸围”“血脂”等指标的数

值所得到的 资 料，在 统 计 学 上 都 被 称 为“计 量 资

料”。它们有一个共同特点: 数值可以带小数且有

度量衡单位。严格地说，任何一个计量变量的取值

可以充满其取值区间，只是在实际中，满足一定的精

度要求就可以了。例如，当研究者测量人的身高时，

若以“厘米”为单位，通常保留到小数点后一位即

可，如: 165． 3 厘米，其中的“0． 3”是估计出来的，没

有必要写成“165． 324568 厘米”。若是计算的“中间

结果”，可以保留到小数点后第 6 位( 目的是尽可能

减少计算过程中的舍入误差) ，但对于最终结果，一

般只保留到测量工具能准确测到的下一位。

1． 2 计量资料分布类型的概念［1］

将某实际问题中的一个计量变量的全部取值由

小到大排序，再将它们按相等的间隔划分为若干组，

然后，统计出各组中的数据个数，即“频数”。若用

表格形式呈现此时的资料，它就被称为“频数分布
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表资料”。所谓“频数分布”，就是“频数”在各组段

上是如何“分配”的; 若用图形形式呈现此时的资

料，它就被称为“频数分布直方图”。例如: 图 1 所

显示的直方图就被称为“正偏态分布的计量资料”。

图 1 30 只老鼠肿瘤发展到特定尺寸

所用时间( d) 的频数分布直方图

由图 1 可知: 频数最多的组位于横坐标轴上偏

向“左边”的位置，右边出现了较长的“尾巴”。若采

用一个叫“偏度系数 g1”的公式计算，得到的结果为

“g1 ＞ 0”，故称具有这样频数分布的计量资料为“正

偏态分布计量资料”。而图 2 所显示的直方图被称

为“负偏态分布的计量资料”。

图 2 某地 110 名健康男性体重( kg) 的

频数分布直方图

由图 2 可知: 频数最多的组位于横坐标轴上偏

向“右边”的位置，左边出现了较长的“尾巴”。若采

用一个叫“偏度系数 g1”的公式来计算，得到的结果

为“g1 ＜ 0”，故称具有这样频数分布的计量资料为

“负偏态分布计量资料”。
实际计量资料中，还有一些的频数分布为“基

本对称”分布，即“频数最多的组位于横坐标轴上基

本居中的位置”。若采用一个叫“偏度系数 g1”的公

式来计算，得到的结果为“g1≈0”，故称具有这样频

数分布的计量资料为“对称分布计量资料”，见图 3。

图3 由101 名正常成年男子血清总胆固醇

数据绘制的频数分布直方图

若图 3 中的光滑曲线可用公式( 1 ) 描述，则该

“曲线”被称为“正态分布曲线”。

f( x) = 1
2槡 πσ

e － 1
2σ2

( x － μ) 2，－ ∞ ＜ x ＜ + ∞ ( 1)

满足式 ( 1 ) 的曲线被称为“一般正态分布曲

线”，其“均值为 μ、标准差为 σ”; 它是单峰分布的，

高峰位于横 坐 标 轴 的 正 中 位 置; 它 的“偏 度 系 数

g1 = 0”，同时，它的“峰度系数 g2 = 0”。若“均值为

0、标准差为 1”，此时的正态分布就被称为“标准正

态分布”。

1． 3 将偏态分布计量资料变换为正态分布计量资

料的必要性

在经典统计学中，无论是对计量资料进行假设

检验( 如 Z 检验、t 检验、方差分析) 、区间估计，还是

进行简单线性回归分析或多重线性回归分析，首选

的方法是“参数法”。而参数法的重要前提条件之

一是来自结果变量的计量资料必须服从“正态分

布”。例如，文献［2］中专门用一章篇幅详细介绍

“正态分布的统计方法”。
通常，需要先对计量资料进行正态性检验。当正

态性检验得出该组计量资料服从正态分布时，可以采

用相应的“参数法”对计量资料进行处理; 反之，则要

求采用“非参数法”处理计量资料。然而，在多因素或

多自变量的情况下，常没有合适的“非参数法”可运

用。有时，人们习惯借助某种变量变换方法，希望经

变换后的计量资料满足“正态分布”的要求，再对变换

后的计量资料采取“参数法”处理。
事实上，并非所有计量资料通过某种变量变换

方法变换后都能符合“正态分布”要求。若能将服

从偏态分布的计量资料变换为“对称分布”的计量

资料，也就很接近“参数法”的要求了。文献［2］中

给出了“为对称性而变换”的方法。
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1． 4 常用的计量资料变换方法［2］

1． 4． 1 对数变换

当计量资料 x 呈正偏态分布时，对其进行对数

变换可使其偏态状况有所减弱; 有时，取对数变换

后，计量资料就接近正态分布了。用 y 表示变换后

的计量资料，见式( 2) 和式( 3) :

y = ln( x) ， x ＞ 0 ( 2)

y = ln( x + C) ， 部分 x ＜ 0 或 x = 0 ( 3)

在式( 3 ) 中，取 C ＞ max | x |，这里的 x 为负值，

“max”为取“最大值”之意，应确保所有的“C + x”一

定大于 0。

1． 4． 2 平方根变换

当一组计量资料 x 的算术平均值近似等于其方

差( 若将此时的计量资料近似视为“计数资料”，则

这样的计数资料被认为近似服从 Poisson 分布的计

数资料［3］) 时，对其进行平方根变换可使其偏态状

况有所减弱; 有时，取平方根变换后，计量资料就接

近正态分布了。用 y 表示变换后的计量资料，见式

( 4) 和式( 5) :

y =槡x， x ＞ 0 ( 4)

y = ( C + x槡 ) ， 部分 x ＜ 0 ( 5)

在式( 5 ) 中，取 C≥max | x |，这里的 x 为负值，

“max”为取“最大值”之意，应确保所有的“C + x”一

定大于或等于 0。

1． 4． 3 倒数变换

当计量资料 x 呈负偏态分布时，对其进行倒数

变换可使其偏态状况减弱; 有时，取倒数变换后，计

量资料就接近正态分布了。用 y 表示变换后的计量

资料，见式( 6) 和式( 7) :

y = 1 /x， x ＞ 0 ( 6)

y = 1 / ( C + x) ， 部分 x ＜ 0 或 x = 0 ( 7)

在式( 7 ) 中，取 C ＞ max | x |，这里的 x 为负值，

“max”为取“最大值”之意，应确保所有的“C + x”一

定大于 0。

1． 4． 4 Box － Cox 变换( 包含“幂变换”与“对数变

换”) ［4］

当计量资料 x 呈偏态分布( 包括正偏与负偏两种

情形) 时，对其进行 Box － Cox 变换可使其偏态状况减

弱; 有时，经此变换后，计量资料就接近正态分布了。
用 y 表示变换后的计量资料，见式( 8) 和式( 9) :

y = xλ － 1
λ

， λ≠0 ( 8)

y = ln( x) ， λ = 0 ( 9)

Box － Cox 变换的一般形式见下面的式( 10 ) 与

式( 11) :

y = ［( x + C) λ － 1］
( λg)

， λ≠0 ( 10)

ln( x + C)
g ， λ = 0 ( 11)

在式( 10) 与式( 11) 中，取 C ＞ max | x |，这里的 x
为负值或 0，“max”为取“最大值”之意，应确保所有

的“C + x”一定大于 0; g 通常取值为 1。

1． 4． 5 变量变换的效果

值得注意的是: 对一组计量资料或计数资料做

任何变换，都不可能绝对保证一定能使其呈“对称

分布”或“正态分布”。通常，经过合适的变量变换

后，会使变换后的资料较原始资料具有更好的“对

称性”。有时，可能需要相继采取多种变量变换方

法。若目的是为了使变换后的资料接近“正态分

布”，则必须对变换后的资料进行严格的正态性检

验。只有通过了正态性检验( 最好，正态性检验的

结果为 P ＞ 0． 2; 通常，P ＞ 0． 1 即可; 但至少也应满

足 P ＞ 0． 05) 的资料，才适合选用相应的参数统计分

析方法( 如 t 检验、方差分析、简单线性回归分析或

多重线性回归分析，在回归分析中，应特别强调: 因

变量应近似服从正态分布; 然而，在统计理论上，假

定“模型的误差项服从正态分布”) 。
以下基于 SAS 中的“TＲANSＲEG 过程”［4］并采

用“Box － Cox 变换”将偏态分布计量资料变换为近

似呈正态分布的计量资料。

2 将偏态分布计量资料变换为正态分布计

量资料

2． 1 将正偏态分布计量资料变换为正态分布计量

资料

2． 1． 1 问题与数据结构

【例 1】给 30 只老鼠注射给定的肿瘤接种物，肿

瘤发展到特定尺寸所用的时间( d) 如下:

1． 7、3． 7、5． 0、5． 1、5． 3、5． 9、6． 0、6． 0、7． 4、8． 0、
8． 3、8． 3、8． 3、9． 1、9． 6、11． 3、12． 1、12． 3、13． 1、
13． 4、14． 0、15． 9、16． 1、16． 7、17． 0、21． 0、22． 7、30． 0

试呈现原始数据的分布情况，并对其进行变量

变换，使其接近正态分布。
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2． 1． 2 所需的 SAS 程序

利用下面的 SAS 程序创建 SAS 数据集并进行
Box － Cox 变换:

/* 以下的 SAS 数据步程序用于创建 SAS 数据集 a1
* /
data a1;

input y @ @ ;

z = 0;

cards;
1． 7 3． 7 5． 0 5． 1 5． 3 5． 9 6． 0 6． 0 7． 4 8． 0
8． 3 8． 3 8． 3 9． 1 9． 6 11． 3 12． 1 12． 3 13． 1
13． 4 14． 0 15． 9 16． 1 16． 7 17． 0 21． 0 22． 7 30． 0
;

run;

/* 以下程序绘制 a1 的频数分布直方图并进行正态

性检验* /
proc univariate data = a1 normal;

var y;

histogram y;

run;

/* 以下程序对 a1 进行 Box － Cox 变换，求出合适的
lambda 值* /
/* 经过 Box － Cox 变换后的数据存储在数据集 aaa
中* /
ods graphics on;

proc transreg details data = a1 maxiter = 0 nozerocon
stant plots = ( transformation( dependent) obp) ;

model BoxCox ( y / convenient lambda = － 10 to
10 by 0． 01) = identity( z) ;

output out = aaa approximations;
run;

/* 以下程序绘制 aaa 的频数分布直方图并进行正

态性检验* /
proc univariate data = aaa normal;

var ty;

histogram ty /normal;
run;

2． 1． 3 输出结果及解释

2． 1． 3． 1 反映原始数据分布状况的结果

本例中原始数据的频数直方图见前面的图 1
( 呈正偏态分布) ，此处从略。对原始数据进行正态

性检验的结果为: W = 0． 925501、P = 0． 0475，说明原

始数据不服从正态分布。
偏度系 数 与 峰 度 系 数 分 别 为 g1 = 1． 097 与

g2 = 1． 415，表明原始数据具有正偏态( 偏度系数明

显大于 0) 和尖翘峰( 峰度系数明显大于 0) 分布。

2． 1． 3． 2 对原始数据作 Box － Cox 变换的结果

求得公式( 8 ) 中的参数 λ 为“0． 29”，对经 Box
－ Cox 变 换 后 的 数 据 作 正 态 性 检 验，得 到:

W = 0． 971648、P = 0． 6254，说明经 Box － Cox 变换后

的数据服从正态分布。绘制经 Box － Cox 变换后数

据的频数直方图，见图 4。

图 4 经 Box － Cox 变换后的 30 只老鼠肿瘤发展到

特定尺寸所用时间( d) 的频数分布直方图

2． 2 将负偏态分布计量资料变换为正态分布计量

资料

2． 2． 1 问题与数据结构

【例 2】某研究者收集到某地 110 名健康成年男

性的体重( kg) 数据如下:

43． 5、70． 0、45． 0、45． 0、46． 5、69． 5、58． 0、68． 0、
66． 5、70． 1、67． 0、66． 5、68． 0、59． 0、66． 0、68． 0、
69． 8、68． 8、67． 0、55． 5、51． 5、52． 5、61． 0、58． 0、
47． 5、53． 0、53． 0、54． 0、59． 0、54． 0、46． 0、54． 0、
55． 0、57． 0、52． 0、52． 0、50． 0、54． 0、62． 5、54． 5、
65． 0、61． 5、60． 5、60． 0、68． 5、67． 0、70． 0、67． 0、
75． 0、70． 5、64． 5、68． 0、72． 0、63． 0、63． 5、64． 0、
65． 0、74． 5、72． 5、67． 5、72． 0、69． 0、61． 5、69． 0、
60． 0、40． 0、71． 2、74． 0、71． 0、69． 5、69． 0、61． 0、
70． 3、68． 5、64． 5、70． 5、73． 0、65． 0、67． 5、71． 0、
79． 0、80． 0、72． 5、79． 0、75． 2、81． 0、82． 0、75． 0、
73． 0、77． 0、80． 0、81． 5、42． 0、77． 0、75． 3、81． 0、
83． 0、74． 5、80． 0、75． 5、80． 0、77． 0、75． 0、61． 0、
79． 0、81 ． 5、78 ． 0、73 ． 5、81 ． 9、85 ． 0

试呈现原始数据的分布情况，并对其进行变量

变换，使其接近正态分布。

2． 2． 2 所需要的 SAS 程序

利用下面的 SAS 程序创建 SAS 数据集并进行
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Box － Cox 变换:

/* 以下的 SAS 数据步程序用于创建 SAS 数据集 a1* /
/* 在原始数据中增加一个新变量 z，它是原始数据* /
/* 取倒数变换后再乘以 1000 得到的结果* /
data a1;

input y @ @ ;

z = ( 1 /y) * 1000;

cards;
43． 5 70． 0 45． 0 45． 0 46． 5 69． 5 58． 0 68． 0 66． 5
70． 1 67． 0 66． 5 68． 0 59． 0 66． 0 68． 0 69． 8 68． 8
67． 0 55． 5 51． 5 52． 5 61． 0 58． 0 47． 5 53． 0 53． 0
54． 0 59． 0 54． 0 46． 0 54． 0 55． 0 57． 0 52． 0 52． 0
50． 0 54． 0 62． 5 54． 5 65． 0 61． 5 60． 5 60． 0 68． 5
67． 0 70． 0 67． 0 75． 0 70． 5 64． 5 68． 0 72． 0 63． 0
63． 5 64． 0 65． 0 74． 5 72． 5 67． 5 72． 0 69． 0 61． 5
69． 0 60． 0 40． 0 71． 2 74． 0 71． 0 69． 5 69． 0 61． 0
70． 3 68． 5 64． 5 70． 5 73． 0 65． 0 67． 5 71． 0 79． 0
80． 0 72． 5 79． 0 75． 2 81． 0 82． 0 75． 0 73． 0 77． 0
80． 0 81． 5 42． 0 77． 0 75． 3 81． 0 83． 0 74． 5 80． 0
75． 5 80． 0 77． 0 75． 0 61． 0 79． 0 81． 5 78． 0 73． 5
81． 9 85． 0
;

run;

/* 以下程序绘制 a1 中原始数据 y 和倒数变换后 z
的频数分布直方图并进行正态性检验* /
proc univariate data = a1 normal;

var y z;
histogram y z;

run;

/ * 以下程序在数据集 a1 中增添 w = 0 的一列，形成

数据集 a2* /
data a2;

set a1;

w = 0;

run;

/* 以下程序对 a2 进行 Box － Cox 变换，求出合适的

lambda 值* /
/* 经过 Box － Cox 变换后的数据存储在数据集 aaa
中* /
ods graphics on;

proc transreg details data = a2 maxiter = 0 nozerocon
stant plots = ( transformation( dependent) obp) ;

model BoxCox ( z / convenient lambda = － 10 to
10 by 0． 05) = identity( w) ;

output out = aaa approximations;

run;

/* 以下程序绘制 aaa 的频数分布直方图并进行正

态性检验* /
proc univariate data = aaa normal;

var tz;
histogram tz /normal;

run;

2． 2． 3 输出结果及解释

2． 2． 3． 1 反映原始数据分布状况的结果

本例中的原始数据 y 的频数直方图见前面的图

2( 呈负偏态分布) ，此处从略。对原始数据 y 进行

正态性检验的结果为: W = 0． 967065、P = 0． 0080，说

明原始数据 y 不服从正态分布。
偏度系数与峰度系数分别为 g1 = － 0． 495，g2 =

－ 0． 385，表明原始数据具有负偏态( 偏度系数明显

小于 0) 和平阔峰( 峰度系数明显小于 0) 分布。
本例中的原始数据经倒数变换后的数据 z 的频

数分布直方图见图 5( 呈正偏态分布) 。

图 5 本例数据经倒数变换后的

数据 z 的频数分布直方图

对经倒数变换后的数据 z 进行正态性检验的结

果为: W = 0． 892042、P ＜ 0． 0001，说明经倒数变换后

的数据 z 不服从正态分布。
偏度系数与峰度系数分别为 g1 =1． 237，g2 =1． 242，

表明经倒数变换后的数据 z 具有正偏态( 偏度系数

明显大于 0) 和尖翘峰( 峰度系数明显大于 0) 分布。

2． 2． 3． 2 对经倒数变换后的数据 z 作 Box － Cox 变

换的结果

求得公式( 8) 中的参数λ 为“－2．2”，对经Box －Cox
变换后的数据作正态性检验，得到: W = 0． 980521、
P = 0． 1079，说明经 Box － Cox 变换后的数据服从正

态分布。
绘制经 Box － Cox 变换后的数据的频数分布直

方图，见图 6。 ( 下转第 502 页)
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可击( 至少要做到: 对因变量可能有影响的自变量

不会被遗漏) ; 第二，有标准操作规程并按其实施科

学研究; 第三，有实时精准的质量控制策略并得到严

格落实; 第四，有经得起推敲且系统全面的“统计分

析计划”，单从“统计建模”方面来说，应先对资料进

行“探索性分析”，以便对某些变量采取合适的变量

变换、引入必要的“派生变量”［3 － 4］、采取多种可能

的“统计模型”拟合资料，从构建的多个高质量回归

模型中，优中选优; 然后，将足够大样本量的“测试

数据集( 未参与回归建模计算) ”带入求得的“最优”
回归模型，考察其“精准程度”。仅当“精准程度”达

到专业要求时，才可以使用已构建的回归模型去解

决所研究的实际问题。
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图 6 经 Box － Cox 变换后的某地 110 名

健康男性体重( kg) 的频数分布直方图
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