
书书书

·科研方法专题·

变量变换回归分析（Ⅰ）
———拟合含间断点资料的方法
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【摘要】　本文目的是介绍一种能很好地拟合具有间断点资料的方法。当资料中具有明确的间断点或整个资料包含多段
不同变化趋势的曲线类型时，为了提高曲线回归模型对资料的拟合优度，需要充分发挥“节点”的作用。可基于两种不同视角

来利用“节点”：其一，人为设定不同数目的节点，利用样条变换方法拟合分段多项式曲线；其二，在客观存在的节点上，求曲线

的一阶乃至四阶导数，并据此构建曲线回归模型。得到的结论是：后者的拟合效果优于前者。
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１　基本概念

１．１　变量变换

　　在回归分析中，常需要对变量进行变换，以使资料
满足待拟合回归模型的要求。最常见的情形是对定性

自变量作哑变量变换，对定量变量作对数变换、指数变

换、平方根变换或平方变换等。根据变量变换所涉及

的原理和计算方法的不同，在ＳＡＳ的ＴＲＡＮＳＲＥＧ过程
中，变量变换方法分为五大类，每一类中又可以细分成

许多种小类［１］。因篇幅所限，此处暂不赘述。

１．２　样条变换

“样条变换”是变量变换中颇具特色的一类变

换方法，其基本思路是拟合“分段多项式曲线”。若

根据具体算法，样条变换可以进一步划分为“Ｂ－样
条变换”“Ｂ－样条基函数变换”“单调 Ｂ－样条变
换”“无迭代惩罚 Ｂ－样条变换”“迭代光滑样条变
换”和“非迭代光滑样条变换”等子类［１］。

１．３　节点

所谓“节点”，就是“间断点”或“不连续点”。

通常有两种“节点”：其一，实际资料中客观存在的

“间断点”，例如本文的图 １中就出现了 ３个“节
点”；其二，统计分析者人为设定的“间断点”，例如

根据某实际资料的散布图中各散点的分布情况，似

乎可以分别采用“对数曲线”“指数曲线”和“幂函数

曲线”去描述该实际资料的变化趋势，于是，分析者

就需要在自变量的取值区间内设定两个“节点”，将
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整个曲线划分成三段。对此资料的拟合优度高低，

取决于两个“节点”的位置选得是否恰当。本文将

针对前述提及的两种“节点”分别拟合曲线，以说明

在进行曲线拟合时，如何发挥“节点”的作用。

２　一个人工生成的实例———由三个间断点
分割的四段曲线

２．１　产生实例数据集的ＳＡＳ程序

利用下面的ＳＡＳ程序，可以生成一个由三个间
断点分割的四段曲线。
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２．２　数据集ａ的基本情况描述与呈现

数据集ａ中主要有两个计量变量，即 ｘ与 ｙ，共
有２００个观测点。ｘ与ｙ的简单统计量如下。

变量 Ｎ 均值 标准差 最小值 最大值

ｘ ２００ １０．０４９９９９０ ５．７８７９１８５ ０．０９９９９９０ １９．９９９９９９０
ｙ ２００ １２．０４３３５３９ ９．２３３９５４４ －７．３７０５６７０ ２９．１６５７１５５

　　其中，ｘ呈均匀分布、ｙ呈负偏态分布（图形从
略）。（ｘ，ｙ）的散布图见图１。

图１　基于数据集ａ绘制出（ｘ，ｙ）的散布图

　　由图 １可知，在变量 ｘ的整个变化范围
［０．０９９９９９０，１９．９９９９９９０］中，共有４段曲线，它们被
３个不连续点（ｘ＝５、１０、１５）分隔开。从左至右，第
一、三和四段曲线很像二次抛物线，第二段曲线很像

三次抛物线。

２．３　统计分析的任务

试以ｘ为自变量、ｙ为因变量，建立 ｙ依赖 ｘ变
化而变化的回归模型。换言之，要对图１所代表的
数据集进行曲线拟合，希望构建一个回归方程或回

归模型，以便用区间［０．０９９９９９０，１９．９９９９９９０］中的
任何一个 ｘ的取值代入，求出因变量 ｙ的估计值。

要求是预测误差应尽可能小。

３　不考虑与考虑节点且使用多项式函数进
行曲线拟合

３．１　不考虑节点且仅使用多项式函数进行曲线拟合

３．１．１　呈现各种情况下的拟合效果

所谓“不考虑节点”，就是将全部数据集视为一

个“整体”，拟合一条光滑的曲线回归方程或模型。

通常，可以考虑从拟合２次多项式开始，逐渐增加
“次数”。以下依次拟合２～１６次多项式，以“Ｒ２”反
映其拟合优度。拟合效果见表１。

表１　对数据集ａ拟合２～１６次多项式所得的拟合效果

编　号
多项式的

次数
Ｒ２ 编　号

多项式的

次数
Ｒ２

１ ２ ０．４０７２０ ９ １０ ０．８８２３２

２ ３ ０．４６８８４ １０ １１ ０．９１８５７

３ ４ ０．５２７８５ １１ １２ ０．９４４８１

４ ５ ０．５８０８６ １２ １３ ０．９４５２４

５ ６ ０．５８８１５ １３ １４ ０．９６２５８

６ ７ ０．６５９０３ １４ １５ ０．９６２６６

７ ８ ０．６７２５４ １５ １６ ０．９６４７５

８ ９ ０．８６０７７

　　由表１可知，随着多项式“次数”的增加，Ｒ２也
不断增大。但是，多项式的次数每增加１次，就相当
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于增加了一个新变量。一个包含１６次多项式的回
归模型中包含了１７个未知参数（因为还包含１个常
数项），显然增加了模型的复杂程度，模型的实用性

大大降低了。不仅如此，模型在“不连续点（ｘ＝５、
１０、１５）”附近的拟合误差很大。见图２。

图２　基于样条变换且采用１６次多项式
拟合数据集ａ的效果

３．１．２　多项式次数为１６时对应的ＳＡＳ过程步程序

表１中最后一行（多项式的次数为１６）所对应
的ＳＡＳ程序如下：
ｐｒｏｃ　ｔｒａｎｓｒｅｇ　ｄａｔａ＝ａ；
ｍｏｄｅｌ　ｉｄｅｎｔｉｔｙ（ｙ）＝ｓｐｌｉｎｅ（ｘ／ｄｅｇｒｅｅ＝１６）；
ｒｕｎ；ｑｕｉｔ；

依次将上述程序中的选项“ｄｅｇｒｅｅ＝”赋值为
２～１５，可获得表１中其他各行的计算结果。

３．２　由程序确定节点位置且使用样条变换进行曲
线拟合

３．２．１　呈现各种情况下的拟合效果

分析者可以指定节点的个数，一旦个数确定，将

由程序按照规定的方式计算出各节点所在的位置。

于是，整个数据集就被分割为若干个子区间，程序将

在每个子区间上拟合样条函数，这就是所谓的“分

段拟合”，分段的数目为节点数加１。在每一段上，
又可以拟合２、３、４等高次多项式。但通常的样条函
数为３次多项式，即分段拟合３次多项式。下面仅
改变节点数，但在每段上都将拟合３次多项式。节
点数从１到１５，对应的拟合效果见表２。
　　由表２可知，从总趋势上来看，随着节点数增
加，Ｒ２也在增大，但当节点数为５、８和１１时，Ｒ２略
有下降。由于节点数越多，整个区间被划分成的子

区间数目就越多，也即３次多项式的个数越多，回归
模型越复杂。下面给出当 Ｒ２取得最大值０．９７５０８
（节点数为１４）时，对应的曲线拟合结果。见图３。

表２　考虑不同节点数且仅拟合３次多项式对数据集ａ拟合的效果

编　号 节点数 Ｒ２ 编　号 节点数 Ｒ２

１ １ ０．５３５８５ ９ ９ ０．９５２５６

２ ２ ０．５５３９１ １０ １０ ０．９６６７４

３ ３ ０．６１４６５ １１ １１ ０．９５８３５

４ ４ ０．７４４５０ １２ １２ ０．９６２３１

５ ５ ０．６８８２３ １３ １３ ０．９７１７４

６ ６ ０．８８８９０ １４ １４ ０．９７５０８

７ ７ ０．９３６０８ １５ １５ ０．９６８７２

８ ８ ０．９２５６６

图３　基于节点数为１４且采用３次样条拟合数据集ａ的效果

３．２．２　节点数为１５时对应的ＳＡＳ过程步程序

表２中最后一行所对应的ＳＡＳ程序如下：
ｐｒｏｃ　ｔｒａｎｓｒｅｇ　ｄａｔａ＝ａ；
ｍｏｄｅｌ　ｉｄｅｎｔｉｔｙ（ｙ）＝ｓｐｌｉｎｅ（ｘ／ｄｅｇｒｅｅ＝３　ｎｋｎｏｔｓ＝１５）；
ｒｕｎ；

依次将上述程序中的选项“ｎｋｎｏｔｓ＝”赋值为１
～１４，可获得表２中其他各行的计算结果。

３．３　基于数据集的真实情况给定３个节点位置且
使用３次样条变换进行曲线拟合

３．３．１　每个节点出现ｋ（ｋ＝１～４）次

在ｘ＝５、１０、１５三处真实的“不连续点”处，对
函数求一阶导数；若将三个不连续点各重复写２次，
就是对函数求二阶导数；同理，若将三个不连续点各

重复写ｋ（ｋ＝１～１０）次，就是对函数求 ｋ阶导数。
求不同阶导数后，拟合的效果可能会有所变化。经

尝试，当ｋ≥４时，拟合的效果几乎相同。见表３。

表３　将三个“不连续点”各重复ｋ次且仅用３次

多项式对数据集ａ拟合的效果

编　号 重复次数（ｋ） Ｒ２

１ １ ０．６１７３０
２ ２ ０．８７９４１
３ ３ ０．９５５４２
４ ≥４ ０．９９２５４
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　　由表３可知，将三个“不连续点”各重复４次，
就能获得最好的拟合效果。见图４。

图４　将三个“不连续点”各重复４次
且仅用３次多项式的拟合效果

３．３．２　将三个“不连续点”各重复 ４次时对应的
ＳＡＳ过程步程序

ｐｒｏｃ　ｔｒａｎｓｒｅｇ　ｄａｔａ＝ａ；
ｍｏｄｅｌ　ｉｄｅｎｔｉｔｙ（ｙ）＝ｓｐｌｉｎｅ（ｘ／ｋｎｏｔｓ＝
　　　　　　　　　　　　　　５　５　５　５

１０　１０　１０　１０
１５　１５　１５　１５）；

ｒｕｎ；ｑｕｉｔ；

４　讨论与小结

常规的曲线拟合方法不适合含有间断点的资

料，其主要原因在于：常规的曲线类型基本上都在自

变量的定义域范围内是连续的［２－４］。本文数据集 ａ
含有３个间断点，故常规的曲线拟合方法不适合。

本文通过三种方法来拟合含有间断点的资料。

第一种：不考虑节点且仅考虑多项式的次数，由表１
可知，欲使 Ｒ２达到０．９６以上，至少需要采用１４次
多项式；第二种：基于３次多项式且考虑节点的数
目，由表２可知，欲使 Ｒ２达到０．９６以上，至少需要
采用１０个节点；第三种：基于３次多项式、瞄准资料
中真实的３个“间断点”，并强调在“间断点”处重复
不同次数，欲使 Ｒ２达到０．９６以上，只需要在３个
“间断点”处重复４次即可。

欲达到相同或相近的拟合效果，第一种方法所

对应的回归模型过于复杂且实用性很差；第二种方

法所对应的回归模型有了很大的改进，回归模型的

实用性有了较大提升；第三种方法所对应的回归模

型最简洁，也最具有实用性。
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