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【摘要】 本文目的是概述方差分析。方差分析是统计学中一个非常重要的分支，其内容丰富、适用面宽。本文将从以下

四个方面对方差分析进行概述：①与方差分析有关的基本概念；②方差分析的数学基础——F分布；③方差分析在差异性检验

中的应用场合；④基于均值比较的方差分析基本思想。在第一方面内容中，重点介绍方差的定义、性质、意义和内容；在第二方

面内容中，重点介绍F分布的定义与性质；在第三方面内容中，重点介绍三种应用场合下的方差分析，即均值比较、方差比较和

线性回归模型评价；在第四方面内容中，重点阐释方差分析的核心内容，即总离均差平方和的分解以及检验统计量F的构造。
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How to use analysis of variance correctly——an overview of analysis of variance
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【Abstract】 The purpose of this paper was to outline the analysis of variance. Analysis of variance was a very important branch
of statistics with rich contents and wide applicability. This paper summarized the analysis of variance from the following four aspects.
Firstly，the basic concepts related to the analysis of variance. Secondly，the mathematical fundamentals of the analysis of variance，
the F distribution. Thirdly，the application of the analysis of variance in the difference tests. Fourthly，the basic idea of the analysis
of variance based on the comparison of means. In the first aspect，the definition，nature，meaning and contents of variance were
mainly introduced. In the second aspect，the definition and nature of the F distribution were mainly introduced. In the third aspect，
the analysis of variance in three kinds of application，namely the mean comparisons，the variance comparisons and the linear
regression model evaluation were mainly introduced. In the fourth aspect，the core contents of the analysis of variance was the
decomposition of the sum of squares of the total deviation from the mean and the construction of the test statistic F.
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在运用统计学的过程中，离不开一些基本的统

计量，例如平均指标（算术平均值、几何平均值、中

位数等）和变异指标（方差、标准差、标准误等）等；

也离不开一些基本的分析方法，例如差异性分析、

相关分析、关联分析、回归分析、聚类分析和判别分

析等。其中，“方差”和“方差分析（或称为F检验）”

在统计学中具有重要的作用。本文将对方差分析

的内容进行介绍。

1 与方差分析有关的基本概念

1. 1 方差的定义

设X是一个随机变量，又设E（X）是随机变量X

的数学期望（即算术平均值），若E（X2）存在，则称由

式（1）定义的V（X）为X的总体方差（简称为方差）［1-2］，

通常记为V（X）或Var（X）或σ2。
σ2 = V (X) = Var (X) = E{[X - E (X) ]2} （1）
方差V（X）的单位是随机变量X的单位的平方，

故在实际应用时，常取其算术平方根，令σ= V ( )X，

称其为标准差或均方差。显然，标准差σ与随机变量

X具有相同的量纲。

设 x1，…，xn是从特定总体中随机抽取的样本含

量为n的一个样本，并设 x̄ = 1
n∑i = 1

n xi为该样本的样

本均值，则样本方差由式（2）给出：

·科研方法专题·
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为离均差平方和。离均差平方和是一个重要的统

计量，在进行多因素试验设计资料的方差分析中，

最核心的内容是对总离均差平方和的分解。

设总体中个体的数目为N，观测指标为X，其总

体平均值为μ，总体方差也可由式（3）给出：

σ2 = 1
N∑i = 1

N (Xi - μ) 2 （3）
由数理统计知识可知：E（s2）=σ2，即样本方差是

总体方差的无偏估计量。

1. 2 方差的性质

随机变量X的方差V（X）具有如下性质：其一，设

X=C（常数），则 V（X）=0，即常数的方差为零。其二，

设Y=CX（C为常数、X为随机变量），则V（Y）=C2V（X），

即常数与随机变量之积的方差等于该常数的平方

与该随机变量的方差之积。其三，设 A、B是两个不

相等的常数，则 V（AX+B）=A2V（X）。其四，V（X）=E
（X2）－［E（X）］2。其五，设X1与X2是两个相互独立的

随机变量，则V（X1+X2）=V（X1）+V（X2），即两个相互独

立的随机变量之和的方差等于它们各自方差之

和［1-2］。这个性质可以推广到 n个相互独立的随机变

量，即设X1，…，Xn相互独立，则有下式成立：

V ( )X1+X2+⋯+Xn =V ( )X1 +V ( )X2 +⋯+V (Xn )（4）
1. 3 方差的意义

一个随机变量的期望值（即均值）只能反映该

随机变量平均取值的大小，而无法反映其取值的波

动情况；方差是用来刻画一个随机变量的全部取值

围绕其期望值波动程度大小的变异指标之一。虽

然有类似功能的变异指标还包括标准差、变异系数

和四分位数间距，但它们的应用场合远远少于方

差。其根本原因在于方差中的主要部分是离均差

平方和，人们可以依据资料中所包含的“变异来源

的数目”对其进行分解，从而揭示因各变异来源所

引起的数据波动的大小。尤其是在对调查资料进

行统计分析时，当计算得出调查结果估计量之后，

需要知道其估计的精度是多少，而精度最常用的度

量是调查估计量的方差［3］。

1. 4 方差分析的内容

1. 4. 1 方差的估计

对于来自复杂抽样设计的资料，研究者关注的

是调查结果的方差大小，这就是方差估计问题［3］。由

于调查结果的精度受抽样调查设计类型、样本含量、

调查结果资料性质等因素的影响，故调查结果估计

量的方差估计问题是一个非常复杂的统计学问题［3］。

1. 4. 2 方差的比较

方差的比较包括两方面内容：其一，比较地位

平等的两个或多个方差之间的差别是否有统计学

意义，以推断它们所代表的两个或多个总体的方差

是否相等。与此研究目的对应的假设检验被称为

方差齐性检验［4-5］。其二，比较地位可能不平等的两

个或多个方差（例如某因素各水平组间方差与组内

方差、某因素各水平组间方差与包含该因素的统计

模型的误差的方差）之间的差别是否有统计学意

义，以推断不同变异来源对试验结果平均效应的影

响是否有统计学意义。第二方面的内容就是基于

均值比较的方差分析，通常被称为一元或多元单因

素方差分析或多因素方差分析［6-7］。

在前述提及的第二方面内容中，若观测结果变

量为定量变量且构建的回归模型是多重线性回归

模型，基于两个嵌套回归模型（其中一个为包含所

有自变量的全模型、另一个为仅包含部分自变量的

部分模型）的残差方差的比较，可推断出是否可用

部分模型取代全模型［6］。

2 方差分析的数学基础——F分布

2. 1 F分布的历史

F分布是一种连续型分布，它不仅是方差分析

的基础，还与正态分布、χ2分布和 t分布都有密切联

系。最初，人们是通过研究组间方差与组内方差之

比入手的。Fisher于 1924年发现方差比有一个分

布，并以Z=log F
e 的形式来编表。

2. 2 F分布的定义

设随机变量X和Y相互独立，且X~χ2m，Y~χ2n，则
有下式：

F = X m
Y n

（5）
在式（5）中，F的分布称为分子和分母的自由度

分别为m和n的F分布［8］，并记作F~Fm，n。F分布的密

度函数见式（6）：
7
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式（6）中的Γ（·）为伽玛函数，见式（7）：

Γ( x ) = ∫0∞ e-t tx- 1dt，x> 0 （7）
2. 3 F分布的性质

2. 3. 1 概率密度函数的图形

在 f（x；m，n）中，m为分子的自由度，n为分母的

自由度，当m=10，n分别取 4、10、50、∞时，F分布的

概率密度函数图形见图 1；当 n=10，m分别取 4、10、
50、∞时，F分布的概率密度函数图形见图2。

F分布概率密度函数图形特点如下：①f（x；m，n）
的形状受分子和分母自由度的影响，固定其中一个

自由度，改变另一个自由度，可以得到两簇密度函

数曲线；②单侧F分布表用于方差分析，双侧F分布

表用于两总体方差齐性检验。

通常是已知右侧尾端概率 p（单侧）或双侧尾端

概率 p（双侧）、分子和分母的自由度m和 n，去查 F

分布的分位数（也称为临界值）。单、双侧时，分别

由式（8）和式（9）来确定横轴上的分位数F。

单侧 p= f x m n dx
F

( ; , )
¥

ò        
    （8）

双侧
p

f x m n dx
F2

=
¥

ò ( ; , )
        

   
（9）

双 侧 时 ，左 侧 分 位 数 F 可 由 下 式 算 出 ：

p
f x m n dx

F

2 0
= ò ( ; , )

        
   

，它通常小于 1，而在计算两样本

方差比时，特意将较大方差放在分子上，故用于检验

两总体方差齐性的 F统计量的值通常大于等于 1。
因此，制表时，即使是双侧分位数，也只列出右侧的

分位数，省略了左侧的分位数。

2. 3. 2 倒数变换后的随机变量仍服从F分布

服从F分布的随机变量的倒数仍是服从F分布

的随机变量，但需要调换分子与分母的自由度，即

若X~Fm，n，Y=1/X，则有下式：

Ｙ~Fn，m （10）
2. 3. 3 F分布与其他分布之联系

若 X~tn，则 X2~F1，n；若 X~χ2m，则 X~mFm，∞；若 X~z
（标准正态变量），则X2~F1，∞。总结上述关系，可得到

式（11）：

F1，∞ = t∞ =z= χ 21 （11）
在应用中，利用上述关系有时可将一种检验转

化为另一种检验，或用来核对计算是否正确。

2. 3. 4 服从 F分布的随机变量经对数变换后服从

正态分布

若 X~Fm，n，令Ｚm，n＝lnX，则当 m和 n都较大时，

Ｚm，n的分布近似于式（12）：

N
é

ë
ê
1
2 ( 1n - 1m )，12 ( 1m + 1n )ùûú （12）

3 方差分析在差异性检验中的应用

3. 1 用于均值比较的方差分析

在分析试验资料时，若观测结果为定量资料，

一个最常见的分析目的就是比较某试验因素在不

同水平条件下定量观测指标平均值之间的差别是

否有统计学意义。在单因素试验研究场合下，需要

进一步考察试验设计的具体类型和定量资料所满

足的前提条件，方可选择合适的差异性检验方法。

通常，单因素试验设计类型可分为以下四种：单组

设计、配对设计、成组设计和单因素多水平设计；定

量资料可分为满足和不满足参数检验前提条件（即

独立性、正态性和方差齐性）这两种情形。

图1 第一组条件下F分布概率密度函数图形

图2 第二组条件下F分布概率密度函数图形
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当定量资料满足参数检验的前提条件且设计类

型为“单组设计、配对设计和成组设计”三种时，人们

习惯于选择基于 t分布为理论依据的 t检验；而当定

量资料满足参数检验的前提条件且设计类型为“单

因素多水平设计”时，统计学上要求进行方差分析。

在多因素试验研究场合下，当定量资料满足参

数检验的前提条件且设计类型为“某种特定的多因

素设计”时，统计学上强调必须选用与特定设计类

型对应的方差分析方法处理定量资料。常见的多

因素试验设计类型包括随机区组设计、拉丁方设

计、交叉设计、析因设计、嵌套（或系统分组）设计、

具有重复测量因素的设计和正交设计等。

3. 2 用于方差比较的方差分析

实施用于均值比较的方差分析的一个重要前

提条件是方差齐性，即某试验因素各水平组总体方

差相等。SAS/STAT的GLM过程中介绍了 4种方差

齐性检验方法：Bartlett’s χ2检验、Levene’s F检验、

O'Brien’s F检验以及 Brown和 Forsythe提出的 F检

验方法。另外，基于两样本方差之比构造出检验统

计量来推断两总体方差是否相等的检验方法，也属

于用于方差比较的方差分析。

3. 3 用于线性回归模型评价的方差分析

假定在一个包含 k（k≥2）个自变量和一个定量

因变量且样本含量为 n的统计资料中，先构建一个

包含全部 k（k≥2）个自变量（假定每个自变量都以一

次方形式出现，未引入任何派生自变量）的多重线

性回归模型，得到其残差的离差平方和记为 SSFR，自
由度记为 dfFR；依据专业知识，从 k（k≥2）个自变量中

取出m（m<k）个自变量构建一个简化的多重线性回

归模型，得到其残差的离差平方和记为 SSPR，自由度

记为 dfPR。于是，检验是否可以采用简化回归模型

取代复杂的全回归模型，见式（13）：

F = ∆ df1
SSFR dfFR

~F( )df1，dfFR ( )1- α （13）
在式（13）中，F服从分子与分母自由度分别为

df1和dfFR的F分布；∆=SSPR－SSFR，df1=dfPR－dfFR。若检验

统计量 F值大于临界值 F( )df1，dfFR ( )1 - α，则表明不能采

用简化回归模型取代全模型，反之亦然。

4 基于均值比较的方差分析的基本思想

4. 1 概述

方差分析的基本思想是对定量结果变量Y的总

离均差平方和 SSTY =∑i= 1
n (Yi - Ȳ) 2的分解。分解出

来的项数为所考查的影响因素（包含拟考查的因素

之间的交互作用项）的项数加一个误差项。由于基

于均值比较的方差分析与试验设计类型和拟考查

的交互作用项数有密切关系，故对定量结果变量 Y
的总离均差平方和的分解结果将会随具体情况而

变化。下面给出两种常见试验设计类型对应的总

离均差平方和分解的样例。

4. 2 单因素多水平设计一元定量资料总离均差平方

和的分解

设试验因素 A有 k个水平，各水平下独立重复

试验次数为 nj（j=1，2，…，k）；又设在第 j个水平下第

i（j=1，2，…，nj）次独立重复试验结果为Yij，设该水平

条件下Y的平均值为 Ȳ .j = 1nj∑i = 1
nj Yij；再设定量结果

变量Y的总均值为 Ȳ ..。则定量结果变量Y的总离均

差平方和的分解结果见式（14）：

SSTY =∑j = 1
k ∑i= 1

nj ( )Yij - Ȳ .. 2 = SSA + SSE （14）
在式（14）中，SSA和 SSE分别代表因素A和误差E

的离均差平方和，表达式见式（15）、式（16）：

SSA =∑j = 1
k nj (Ȳ .j - Ȳ ..) 2 （15）

SSE =∑j = 1
k ∑i= 1

nj ( )Yij - Ȳ .. 2
（16）

4. 3 随机区组设计一元定量资料总离均差平方和

的分解

设试验因素 A有 k个水平，区组因素B有 c个水

平，试验因素 A各水平下都独立重复试验 c次；又设

在第 j个水平下第 i（i=1，2，…，c）次独立重复试验结

果为Yij；再设定量结果变量Y的总均值为 Ȳ ..。则定量

结果变量Y的总离均差平方和的分解结果见式（17）：
SSTY=∑j=1

k ∑i=1
c ( )Yij- Ȳ .. 2 =SSA+SSB+SSE （17）

在式（17）中，SSA、SSB和 SSE分别代表因素 A、因
素 B和误差 E的离均差平方和，具体表达式见式

（18）、式（19）、式（20）：

SSA = c∑j = 1
k (Ȳ .j - Ȳ ..) 2 （18）

SSB = k∑i = 1
c (Ȳi. - Ȳ ..) 2 （19）

SSE =∑j = 1
k ∑i = 1

c ( )Yij - Ȳ .. 2
（20）

4. 4 检验统计量F的构造

在总离均差平方和被正确分解之后，进行方差

分析就需要构造出检验统计量 F，然后基于样本数

9
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据计算出检验统计量 F的值，再依据 F分布做出接

受或拒绝无效假设的结论。也就是说，检验统计量

F是与特定无效假设和备择假设相对应的。

4. 4. 1 与单因素多水平设计一元定量资料对应的

方差分析

第一步，建立检验假设。H0：因素A各水平下定

量观测结果 Y的平均值相等；H1：因素 A各水平下定

量观测结果 Y的平均值不等或不全相等；给定显著

性水平α的值，通常取α=0. 05。
第二步，构造检验统计量 F，见式（21），其中

n为总样本含量，F服从分子与分母自由度分别为

（k－1）与（n－k）的F分布。

F = SSA dfA
SSE dfE

= SSA ( )k- 1
SSE ( )n- k （21）

第三步，做出统计结论。计算出检验统计量

F的值，若 F大于等于 F分布下右侧尾端概率为

α=0. 05对应的临界值，可得出拒绝无效假设H0、接

受备择假设H1的统计结论。

4. 4. 2 与随机区组设计一元定量资料对应的方差

分析

与“第 4. 4. 1节”步骤基本相同，不同的是需要

构造两个检验统计量，分别用于检验因素 A和因素

B。因篇幅所限，现将两个检验统计量扼要呈现如

下，见式（22）、式（23）：

FA = SSA dfA
SSE dfE

= SSA ( )k- 1
SSE ( )n- k- c+ 1 （22）

FB = SSB dfB
SSE dfE

= SSB ( )c- 1
SSE ( )n- k- c+ 1 （23）

5 讨论与小结

5. 1 讨论

总离均差平方和的分解方法不是唯一的，它与

分解方法所依据的统计假设密切相关。在 SAS/
STAT的GLM过程［5］中，基于一般线性模型的理论进

行方差分析时，对总离均差平方和给出了四种分解

方法，分别为 I型、II型、III型和 IV型离均差平方和。

在对多因素轻度非平衡（不同试验因素水平组合条

件下独立重复试验次数不等，但没有一种组合条件

下重复试验次数为0）试验设计定量资料进行方差分

析时，基于四型离均差平方和所得到的方差分析结

果不尽相同（此时，III型和 IV型离均差平方和所对应

的方差分析结果相同）；尤其是在严重非平衡（不同

试验因素水平组合条件下独立重复试验次数不等，

且部分组合条件下重复试验次数为0）试验设计条件

下，基于四型离均差平方和所得到的方差分析结果

几乎完全不同。

虽然方差分析可用于分析多因素试验研究资

料，但它一般是由多次 F检验组成的。因为每次 F
检验都只针对一个因素或交互作用项；而当某因素

的水平数大于 2，且当 F检验的结果为该因素的全

部水平条件下定量结果变量的均值之间差异有统

计学意义时，还需要进行多重比较。一般来说，不

适合采用简单的 t检验［9-10］进行多重比较，而需要根

据不同的要求和精度，从众多的多重比较方法中选

用最符合分析要求的方法［5］。

5. 2 小结

本文介绍了与方差分析有关的内容，包括基本

概念、方差分析的数学基础——F分布、方差分析在

差异性检验中的应用场合以及基于均值比较的方

差分析的基本思想。最后，在讨论部分中提出了

“四型离均差平方和”的概念。之所以介绍这些在

常规统计学教科书中几乎未曾提及过的内容，以引

起读者的兴趣和思考。

参考文献

［1］ 黄志宏，方积乾 .数理统计方法［M］.北京：人民卫生出版社，

1987：46-49.
［2］ 茆诗松，程依明，濮晓龙 .概率论与数理统计教程［M］.北京：

高等教育出版社，2004：83-88.
［3］ 科克·沃尔特 . 方差估计引论［M］. 王吉利，李毅，译 . 北京：

中国统计出版社，1998：1-21.
［4］ 赖斯 . 数理统计与数据分析［M］. 2版 . 北京：机械工业出版

社，2004：443-487.
［5］ SAS Institute Inc. SAS/STAT®15.1 user’s guide［M］. Cary，NC：

SAS Institute Inc，2018：3957-4142.
［6］ Armitage P，Colton T. Encyclopedia of biostatistics［M］. 2nd

edition. New York：John Wiley & Sons，2005：184-203.
［7］ Krishnaiah PR. Handbook of statistics，volume 1：analysis of

variance［M］. New York：North-Holland Publishing Company，
1982：1-178.

［8］ 方开泰，许建伦 . 统计分布［M］. 北京：科学出版社，1987：
180-195.

［9］ 张洪璐，刘媛媛，李长平，等 .如何正确运用 t检验：两算术

均值比较一般差异性 t检验及 SAS实现［J］. 四川精神卫生，

2020，33（3）：217-221.
［10］ 于泽洋，刘媛媛，李长平，等 .如何正确运用 t检验：两几何

均值比较一般差异性 t检验及 SAS实现［J］. 四川精神卫生，

2020，33（3）：222-225.
（收稿日期：2022 -01 -10）

（本文编辑：陈 霞）

10


